Przyklad (obrona okretéow USA przed atakami lotnictwa japonskiego)

Mozliwe dwie wykluczajace si¢ taktyki:
M = manewr
A = artyleria przeciwlotnicza

Departament Marynarki Wojennej na podstawie danych z wojny na
Pacyfiku przeprowadzil analize statystyczna i wypracowal zalecenia
taktyczne (byly tajne do 1960 roku).

Przyjeto, ze danych jest tak duzo, ze prawdopodobienstwa mozna zastapi¢ czesto$ciami.

OKkrety podzielono na dwie kategorie:
L = duze,
S = male

Niech T oznacza trafienie okretu.

L S Razem
TAKTYKA Ataki T Ataki T Ataki T
Manewr M 36 8 144 52 180 60
Art. p-lot A 61 30 124 32 185 62
Razem 97 38 268 84 365 122

Obliczono prawdopodobienstwa warunkowe:
P(T) =
P(T|M) =
P(TJA) =
Oraz

P(T|L) =
P(T|S) =
P(T|LNM) =
P(T|LNA) =
P(T|SNM) =
P(T|SNA) =




P(T) =122/365 = 0,334

P(T|M) = (60/365)/(180/365) = 0,333
P(T|A) = 62/185 = 0,335

Oraz

P(T|L) = 38/97 = 0,392

P(T|S) = 84/268 = 0,313

P(T|LNM) = 8/36 =0,222

P(T|LNA) = 30/61 = 0,492
P(T|SNM) = 52/144 = 0,361
P(T|SNA) = 32/124 = 0,258

Wnhiosek.
Duze okrety powinny manewrowaé, mate powinny kontratakowac.

Literatura: B.A. Ogunnaike,"Random Phenomena".

Problem.

Gra polega na skresleniu 6 liczb sposrdod 49. Uczestnik gry wygrywa gdy wsérdd wylosowanych
przez organizatora 6 liczb sg co najmniej 3 wytypowane przez gracza. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze gracz wygra?.

Problemy tego typu (losowanie bez zwracania gdy wéréd elementdw jest pewien wyrdzniony
podzbidr) modelujemy rozktadem hipergeometrycznym.

Rozktad hipergeometryczny

Dla danej liczby obiektow N z ktorych M ma okreslong wtasnos¢ losujemy n elementow bez
zwracania. X - liczba wylosowanych obiektéw o okreslonej wtasnosci okreslamy funkcje
prawdopodobienstwa
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gdzie n, N, M to liczby calkowite nieujemne, M <N, n<N,
max(0, M + n - N) £k <min(M, n)

W MS EXSCEL:

ROZKtAD.HIPERGEOM(k;n;M;N)

Rozwigzanie Problemu:
W tym przypadku n =6, N =49, M =6.
X —liczba odgadnietych liczb,

wtedy

y

Prawdopodobienstwa dla k od 3 do 6 mozna przedstawi¢ w tabelce:

k 3 4 5 6
pr | 0,017650403867 | 0,000968619724| 0,000018449900| 0,000000071511

Suma tych prawdopodobienstw wynosi okoto  0,018637545002 i jest to szukane
prawdopodobienstwo.

Whiosek. Srednio co 54 zaktad powinien wygrywac.



Przyklad. (zastosowanie rozkladu hipergeometrycznego)

Aby oszacowac liczbe N ryb w stawie wylowiono M = 2000 ryb oznakowano je i
wpuszczono do stawu. Nastepnie wylowiono n = 300 ryb, okazalo si¢, ze wsrod nich jest

k = 60 ryb oznakowanych.
2000 N —2000
60 )\ 300-60

Szukamy N aby prawdopodobienstwo ( N ) maksymalne.

300

Obliczmy to prawdopodobienstwo dla réznych N:

N p(N)
7000 | 0,000139477
7500 | 0,001357092
8000 | 0,006618486
8500| 0,01914646
9000 | 0,037089475
9500 | 0,052598482
10000 | 0,058380748
10500 | 0,053360835
11000 | 0,041770769
11500 | 0,028875407
12000 | 0,01805906
12500| 0,010417044
13000 | 0,005628622
13500 | 0,002884777
14000 | 0,001416808
14500 | 0,00067241
15000 | 0,000310511
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Zatem nalezy sadzi¢, ze w calym stawie jest ok. 10000 ryb.

Drugi spos6b to badanie jak zmienia si¢
P(N)/P(N-1) = (N-M)(N-n)/[(N-M-n+k)N]
co daje N~Mn/k = 10000.



Probabilistyczny blad mafii

Nowojorska mafia w 1920 roku organizuje nielegalna loteri¢. Jako pigciocyfrowy wynik
losowania biorg pieciocyfrowa koncéwke dlugu publicznego publikowanego przez
Departament Stanu.

Benford zupetnie przypadkiem zauwazyt (1938), Ze strony tablic logarytmicznych sa znacznie bardziej
zabrudzone na poczatkowych, niz na koncowych stronach. (Wczesniej (1881) przez S. Newcomba).

T. P. Hill (1995) analiza teoretyczna.

Rozktad Benforda - prawdopodobienstwo wystapienia cyfry n na pierwszej pozycji

P(n) = lg(l + 1)
n
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rozktad pierwszej cyfry .

1 2 3 4 5 6 7 8 9

30,1 17,6 12,5 9,7 7,9 6,7 5,8 5,1 4,6

Prawo Benforda = zjawisko czestego wystepowania powyzszego rozktadu w danych
statystycznych.

Przyktady:

Dane geograficzne,

Dane fizyczne,

Dane ekonomiczne.

H.Tijms, "Understanding Probability"




Przyktad (wnioskowanie)

Ocenic¢ wielko$¢ produkcji czotgdw w Il rzeszy na podstawie numerdw seryjnych zdobytych
czotgdw.

Zatozenie: czotgi s numerowane kolejnymi liczbami naturalnymi od 1 do N.

Zagadnienie: oceni¢ N.

Rozwigzanie 1. Metoda momentéw.

N +1

Wartos¢ oczekiwang przyrownujemy do wartosci sredniej m. (Uzasadnic¢ wartosé

oczekiwang)

_N+1
2

m

Stad N =2m—1
Przykfad 1.

dane: 10, 70, 90, 120

N =2(290/4) -1 = 144

Przykfad 2.

dane: 10, 20, 100, 170

N =2(300/4)-1=149

Wynik bez sensu.

Whiosek nalezy ocene uzalezni¢ od k = max{ni} i liczebnosci proby n.
Propozycja

k—n
n

N=k+

Obliczy¢ N dla danych z Przykfadu 1 2.



Rzut niesymetryczng moneta.
p -prawdopodobienstwo wyrzucenia orta,

Rzucamy 10 razy
ROOOOROOOO
Oceni¢ wartos¢ p.
Stosujemy metode najwiekszej wiarygodnosci

Wyznacz p aby funkcja L(p) = (1-p)p*(1-p)p* = (1-p) ?p® osiggata maksimum

P L(p)
0,05 3,53E-11
0,1 8,1E-09
0,15 1,85E-07
0,2 1,64E-06
0,25 8,58E-06
0,3 3,21E-05
0,35 9,51E-05
0,4 0,000236
0,45 0,000509
0,5 0,000977
0,55 0,001696
0,6 0,002687
0,65 0,003903
0,7 0,005188
0,75 0,006257
0,8 0,006711
0,85 0,006131
0,9 0,004305
0,95 0,001659

Zatem p = 0,8
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Przyktad zastosowania estymacji

Chcemy w dyskretny sposéb (obawa karalnosci)
oceni¢ odsetek k osdb dajgcych tapowki.

Mozna to zrobi¢ nastepujaco.

Pytana osoba rzuca monetg i wynik rzutu
zachowuje do swojej wiadomosci.

Przygotowujemy duzg liczbe kart na potowie ktérych
jest pytanie: "czy wypadt orzet?" a na drugiej potowie
kart jest pytanie "czy dajesz fapowki?". Karty losujemy.
Pytany losuje karte i odpowiada TAK (T) lub NIE na
wylosowane pytanie.

Rozpatrywane doswiadczenie ma rozkfad
zerojedynkowy z nieznanym parametrem p.

Niech K1 wylosowanie karty z pytaniem nr 1.
Niech K2 wylosowanie karty z pytaniem nr 2.
Wtedy

p =P(T)=P(K1) P(T|K1) + P(K2) P(T|K2) =
=0,5¢0,5 + 0,5k

Estymatorem dla p jest sSrednia w.

Stad estymatorem k jest k 12w - 0,5.



Paradoks zmiany decyzji w ''IdZ na calos¢"

Wptyw dodatkowej informacji na prawdopodobienstwo. Oto opis najczesciej spotykanej
wersji: Teleturniej "IdZ na cato$¢"

Gracz ma wybra¢ jedng z trzech skrzynek: w jednej jest cenna nagroda. Gracz wskazuje
skrzynke - nic nie wiedzac wybiera ja losowo. Przed otwarciem skrzynki prowadzacy
teleturniej (ktéry wie, gdzie jest nagroda) otwiera jedng z pozostatych dwdch skrzynek, pusta.
Prowadzacy pyta gracza: "Pozostajesz przy swoim wyborze, czy zmieniasz?". Co ma zrobi¢
gracz? Pozosta¢ przy swoim poczatkowym wyborze, czy go zmienic¢?

Rozwigzanie:

Ponumerujmy skrzynki: 1 - pusta, 2 - pusta, 3 - petna. Najpierw gracz (G) losuje jedng z
trzech mozliwosci, potem losuje prowadzacy (P):

wybor gracza 1 2 3

Prawdopodobienstwo: 1/3 1/3 1/3

1/3 1/3 ]
1/3 racz

Szansa na wygrang wynosi 1/3.

Wyb6r prowadzacego. Niewiadome prawdopodobienstwo losowania przez prowadzacego,
gdy gracz trafil, przyjmujemy rowne 1/2.

1/3 1/3

1/3 Gracz

1/2 1/2 Prowadzacy




Zmiana pierwotnego wyboru

1/3

1/3
1/3 Gracz
1 2 3
1/2 1/2 Prowadzacy
1 1
2 1 1 2
Grac
1 1 1 1 z

A\ 4 A

3 3 1 2

Szansa na wygrang wynosi teraz 1/3 + 1/3 = 2/3.

Zatem zmiana pierwotnego wyboru podwaja szanse.
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Falszywa moneta.
Gdy chcemy co$ rozstrzygna¢ bezstronnie, rzucamy monetg.

Przypus¢my, ze mamy tylko niesymetryczng monete (przesunigty srodek cigzkosci). Czy
mozna takg monetg uzyska¢ dwa réwnie prawdopodobne wyniki?

Tak, nalezy rzuca¢ dwukrotnie i pomija¢ wyniki identyczne (OO), (RR).
Wtedy wyniki (OR), (RO) sg jednakowo prawdopodobne.

Jest to pomyst matematyka von Neumanna.

p 1_p
0 R
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